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Esiste quindi una corrispondenza
Incrociata tra tutti...

Spazio +—— Tempo
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Materia «— Energia

sono legati indissolubilmente...



Unita di Plank

Unita di Planck: unita fondamentali

Dimensione |  Formula | [valore nel Sistema internazionale |
Lunghezza di Planck | Lunghezza (L) L, = ia_G 1,616 252(81) x 1035 m
Massa di Planck Massa (M) = _Tz_c 2,176 44(11) x 108 kg
my G

Tempo di Planck Tempo (T) t, = é — }.:TG 5,391 24(27) x 104 s

c

mpc® kb
Temperatura di Planck | Temperatura (©) | Zp = e =\ [ 1,416 785(71) x 1032K

B B

Carica di Planck Carica elettrica (Q) | g, = 1/4meokic 1,875 545 870 x10-18 C

Le tre costanti della fisica sono espresse in questo modo semplicemente, mediante I'uso delle unita fondamentali di Planck:
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Di cosa e fatto 'UNIVERSO?
...per lo meno il nostro

energia
oscura
73%

materia
o
tutta questa massa rareria oscura
: - ord. 239,
e energia codifica e

Informazione



Uno degli scenari a cui la Teoria della Relativita di Einstein ha
portato a guardare con nuovi occhi & il nostro stesso universo.

@ Quale soluzione dell’equazione di Einstein descrive al
meglio 'universo in cuil viviamo?



@ Friedmann, nel 1922, trovo
per primo le appropriate
soluzioni cosmologiche
dell’equazione di Einstein.

@ | modelli cosmologici della
classe generale studiata da
Friedmann sono

comunemente chiamati
modelll di

Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker

Figura: Alexandre ‘
Friedmann (FLRW)



Struttura
dell’universo cosi
come predetta dalla
Relativita Generale

Previsioni dinamiche
dell’equazione di
Einstein

Curvatura dello
spazlotempo

Big Bang

— Principio Cosmologico



o Cosmologia: dati osservati
tempo futuro e assunzioni teoriche

@ Rivoluzione Copernicana:
la Terra non occupa
posizione privilegiata

o Grandezza universo tale da
poter affermare che le

osservazionl non dipendano
dalla direzione in culi si

ltempo passato guarda




(Questi concetti si traducono con 1 termini omogeneita ed
150tropLa
o L’omogeneita afferma che ogn: punto dello spazio ad un
qualsiasi istante di tempo dato appare come qualsiast altro
punto
o l'isotropia, afferma che in ognt punto, ogni osservatore puo
vedere ['universo come 1sotropo



Piu dettagliatamente:

Omogeneita

Uno spaziotempo si dice (spazialmente) omogeneo se esiste
una famiglia ad un parametro di ipersuperfici >; di genere
spazio che ricoprono lo spaziotempo in modo che per ogni t e
per ogni due punti dati p, g € >, deve esistere un’isometria
della metrica dello spaziotempo, g., che porta p in g.
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Le ipersuperfici di omogeneita spaziale nello spaziotempo.




Piu dettagliatamente:

Isotropia

Uno spaziotempo si dice (spazialmente) isotropo in ogni punto,
se esiste una corrispondenza di curve di genere tempo (i.e.
osservatori), le cui tangenti sono denotate con u®, che ricoprono
lo spaziotempo e soddistano la seguente proprieta: dato un
qualsiasi punto p e due qualsiasi vettori tangenti s¢,s5 € V, (i.e.
vettori in p ortogonali a u®), allora esiste un’isometria di g4 che
lascia p e u” a p fissato, ma ruota sy in s5.

Dunque, in un universo isotropo non e possibile costruire un
vettore tangente ortogonale ad u® privilegiato.



Le linee d’orizzonte di osservatori isotropi nello spaziotempo.



La geometria spaziale indotta delle superfici >.; e soggetta alle
seguentl restriziond:
o Per 'omogeneita, devono esistere isometrie di hy, che
portano un qualsiasi p € X¢ in un qualsiasi g € X¢;

@ Per 'isotropia, deve essere impossibile costruire vettori
privilegiati su 2.

—— Clurvatura



La seconda condizione, in particolare, e molto forte.
Consideriamo il tensore di Riemann Rgbc costruito da ., su >;.
Se alziamo il terzo indice con h*’, possiamo vedere Bg‘g In p
come una mappa lineare, /., del vettore spazio W di 2-forme
(i.e. di tensori antisimmetrici di rango (0, 2)), in se stesso:

L:W-—W



L & simmetrica (i.e. € una mappa autoaggiunta con prodotto
interno su W definito positivo determinato da /).
11" ha una base ortonormale di autovettori di /.

Per non violare l'ipotesi di isotropia, tutti gli autovalori di L
devono essere uguall. Cio significa che L e un multiplo

dell’operatore identita

L=NKI
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Abbassando gli indici, abbilamo

ﬁ’}”h;-”' — JT.":F”"*rr':r.l hh]”r



Per provare il fatto che /{ sia costante, cosi come implicano
omogeneita ed isotropia, andiamo a sostituire Rypeq = Koo f1g
nell’identita di Bianchi V[{IRE)C]; = () e otteniamo:

() = V[ER'(LI)]CL’E — (V[EI{) hifiﬂhb]d

Su una varieta di dimensione maggiore o uguale a 3, il lato
destro dell’equazione si annulla per V. /K = (), che implica /{
costante.



Uno spazio in cui e soddisfatta I'equazione precedente, con /v
costante, e chiamato spazio a curvatura costante.

Completiamo 'obiettivo di determinare le possibili geometrie di
>, andando a studiare gli spazi a curvatura costante rispetto ai
possibili valori di /v.



Per K > 0 abbiamo le 3-sfere
come superfici in spazio R*, le
cul coordinate soddisfano
I’equazione:

22 + 92 + 2% 4 w? = R?

Possiamo scrivere la metrica
della 3-sfera in coordinate
sferiche come:

Positive Curvature

ds* = dip*+sin® ¥ (d6*+sin® 0d¢?).



Flat Curvature

Per K = () abbiamo 1'usuale
spazio euclideo, le cui
coordinate sono quelle
cartesiane e la metrica:

ds? = dx® + dy* + dz°.



Per K < () abbiamo gli
iperboloidi come superfici in
spazio R?, le cui coordinate
soddisfano 1’equazione:

2 g2 22— R

In coordinate iperboliche, la
Negative Curvature metrica é:

ds?* = dip?+sinh? ¥ (df*+-sin® 0dg?)

— Unaverso chiuso, universo aperto



La forma dell'Universo?



Sotto la restrittiva condizione di universo omogeneo ed
isotropo, la struttura della relativita generale ammette due
altre possibilita distinte, oltre a quelle di una struttura piatta,
ossia quella sterica ed iperbolica.

L’ipotesi di una geometria sferica e particolarmente interessante
in quanto varietd compatta che quindi descriverebbe un
universo che e finito ma senza confini.

Un tale universo e detto chiuso, mentre un universo governato
da una geometria iperbolica e detto aperto.

L’interessante domanda a cui ha portato la teoria di Einstein e
proprio questa: il nostro universo € chiuso o aperto?



Andiamo a esprimere la metrica quadridimensionale dello
spaziotempo ¢,; come:

Gab = —UgUp T+ h’ﬂb(t)

A questo punto, possiamo associare ad ogni ipersuperficie il suo
tempo proprio, 7.

7, insieme alle coordinate spaziali, identifica ogni evento
dell’universo.



In queste coordinate, la metrica dello spazio tempo prende la
formas:

(A + sin® ¢ (d6? + sin? 0d¢?)
ds® = —d7* + a*(7) { da? + dy? + d2?
\ di? + sinh? ?;'}(dHQ 1 sin? Hd(f)z)

Queste equazioni rappresentano la forma generale della metrica,
chiamata modello cosmologico
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.



Per determinare la geometria spaziale e la funzione «(7),
occorre studiare 'equazione di Einstein:

_ 1
1 _ o —
Grrrh — Rrrh _ SRH;:F; — 6”1_:’4‘55

o (7,5 e chiamato tensore di Einstein

e [{,;, tensore di curvatura di Riccl

@ 7, la curvatura scalare, traccia di R
@ ., il tensore metrico

@ /., 1l tensore energia-impulso

@ — |



Il nostro obiettivo € ora quello di sostituire la metrica ottenuta
in precedenza nell’equazione di Einstein per ottenere previsioni
circa l'evoluzione dinamica dell'universo.

Il primo passaggio e quello di descrivere la materia in esso
contenuta in termini del suo tensore energia-impulso, 1, che

compare nel lato destro dell’equazione

Con buona approssimazione, il tensore energia-impulso della
materia nell’'universo attuale prende la forma:

Ta,b — PUglp —I_P(gab + Uﬂub)-



Andiamo a calcolare (-, dalla metrica confrontandola con
8m1l,,. A priori, avremo 10 equazioni corrispondenti alle 10
componenti indipendenti di un tensore simmetrico a due indici.

Ma le uniche componenti indipendenti dell’equazione di
Einsteln risultano essere soltanto:

G, =8&ml, = 8mp
G, =87T,., =87P

dove:

o G = Gyputub;

o G, = G psts
@ s% e un qualsiasi vettore unitario tangente alle ipersuperfici
omogenee.



Dobbiamo ora calcolare (- e (7., in termini di «(7).

Lo facciamo esplicitamente per il caso della geometria piana,
cloe:

ds® = —dr? + a*(7)(dz?* + dy? + dz?).



Definendo i simboli di Christoffel come

Tk — %Jhk(ﬁgm + f’JJh 5Ju)
t]

non svaniscono bOIlO :

= _=I1*_=1v _=1Y_ =1*_=1"_ =

(l
T TT YT TY zT TZ E

Quindi, le componenti indipendenti del tensore di Ricei,
R, = H_ . ° sono:

ach

RTT = —3—

_ a a
a a

osserviamo che le componenti che



Avendo poi

. -2
R = _RTT + 3R = 6(E + 3_2)
a a
otteniamo

1 12
G..=R..+-R=3% —8np

2 a?

1 - .2
G.=R.,—-R=-22_% _gp

2 a a?

e possiamo riscrivere la seconda equazione sfruttando la prima:

32 — _4n(p+ 3P)
(1l



Eseguendo gl stessi calcoli per 1 casi della geometria sferica ed
iperbolica, ottenlamo le equazionl generali per I'evoluzione
cosmologica omogenea ed isotropa:

(- ‘ 3A
3— = 8mp — —
(- (-
(i
3— = —dx(p + 3F)
(1
dove per & = —1 si ha la sfera tridimensionale, per /- = 0 lo

spazio piatto, per & = —1 l'iperboloide.



La scala di distanza fra tutti gli osservatori isotropi cambia con
il tempo, ma non c’e alcun centro privilegiato di espansione o
contrazione.

Quindi, se la distanza, misurata sulla superficie omogenea, tra
due osservatori isotropi al tempo 7 e 7, 1l tasso di variazione di

R e

dR R da
e HR
v dr a dr

dove H(7) = d/a & chiamata costante di Hubble ed il suo

valore varia col tempo. L’equazione precedente & chiamata
Legge di Hubble.



Einstein, non contento che la sua teoria prevedesse un universo
in evoluzione, introdusse una nuova costante fondamentale,
quella cosmologica, in modo che la sua equazione potesse
tornare a prevedere soluzioni statiche.

y . s ]
CTH‘F} T J.\(;”L. — H“ ”h

Assumeremo nel seguito A = ().

—— Big Bang



Ricordiamo che ¢ << () e supponiamo che I'universo sia in
espansione, ossla « > ().

Sotto 'assunzione del principio cosmologico, la relativita
generale prevede che ad un tempo minore di

H=' =ua~ 135 10" s, detto Tempo di Hubble I'universo
era in uno stato singolare.

o la distanza fra tutt: ¢ puntr dello spazio era nulla;
o la demnsita di materia e la curvatura dello spaziotempo
erano infinite



Questo stato di singolarita
prende il nome di Big Bang.

— Fvoluzione dell’universo



Osserviamo che:

@ Se h =0 0 A,k =—1, @& non puo mal diventare nulla. Allora,
se I'universo si sta espandendo, dovra continuare a farlo per
sempre.

o se k= (), la velocita di espansione a tende asintoticamente a
zero quando 7 — oo

e se invece k = —1 abbiamo ¢ — 1 quando 7 — .

e se i = +1, 'universo non puo espandersi per sempre:

e |'universo, in un tempo finito dopo il Big Bang, raggiungera
una dimensione massima per pol tornare a contrarsi.

o per gl stessi motivi, dopo aver miziato la contrazione, in un
tempo finito arrivera ad un DBig Cruncl.



zeale factor BSR,

1

o1

0.1

time ot /ZrR,

Andiamo ora a risolvere le
equazioni generali per il caso di
materia e radiazione. Il metodo
piu efficiente per farlo e di

eliminare il termine p.

Otteniamo,

o’ — Cla+ k=0,

C = 8mpa3/3,
C = C' = 8mpa*/3,

con

per la materia

per la radiazione

— Conclusion:



Tutte le considerazioni fatte finora, portano al seguente quadro
dell’evoluzione dell’'universo.

Esso nacque come una caldissima (1" —— ), densa (p — x)
zuppa di materia e radiazione in equilibrio termico. Tuttavia,
con 1l suo evolversi, questo equilibrio non e stato mantenuto.
Inizialmente, 'energia contenuta nell'universo primordiale era
dominata dalla radiazione; tuttavia, dal momento in cul «(7)
rageiunse circa la millesina parte del suo presente valore, il
contributo della materia ordinaria domino 'energia contenuta
nell'universo, e la sua dinamica divenne quella di un modello i

materia Friedmann-Lemaitre-RBobertson-\Walkoer.



Equazioni di Friedmann

T b
9 p
: 2 8mGp + Ac 0
K= R — kc
3
\ o
: e 3p Ac?
R=———\|p+—|R +—R Lo |
3 C2 3 Aleksandr Aleksandrovic Fridman
(San Pietroburgo, G giugno 1888 —
g ; . . Piefrogrado, 16 seiiembre 1925)
= Raggio dell'Universo (fattore di scala)
= Velocita di espansione s
P S k=+1
= Accelerazione dell'espansione g5 5
= Densita media della materia - e =-1

Pressione

= Velocita della luce
= Costante di Gravitazione Universale

= Costante cosmologica

POV XA
Il

= Parametro di curvatura



Relative size of the universe

4

ExprANsION OF THE UNIVERSE

] | I I

Dark Matter + Dark Energy
affect the expansion of the universe

Qg Q,

B 0.3 0.7

0.3 0.0
1.0 0.0
5.0 0.0

Billions of Years

Now 10 20 30

IN UN UNIVERSO COMPLETAMENTE
DOMINATO DALLA MATERIA
L’ESPANSIONE E’
REGOLATA DAL RAPPORTO
TRA LA DENSITA’ CRITICA (pc)

E LA DENSITA OSSERVATA (p)

Q=plp,

RECENTI OSSERVAZIONI
SEMBRANO CONFERMARE CHE
CIRCA IL70% DELL’UNIVERSO SIA

COSTITUITO DA UNA STRANA FORMA

DI ENERGIA CHE NE ACCELERA
L’ESPANSIONE



Evoluzione dell'Universo:

Componente che . — — — —
d omil; a Ja dinamica Graviti Tnflazione? Radiazi,oma , Mﬂtﬂﬁa_ Cosmnte
dell'Universo quantistica cosmologica
Fattore di scala a(f) —f = 2 ot 72 #512 ) Eta

= = e e S I el r B dell'Universo
Tempo e transizioni === 10-% 10410° 47K 380K 1C 98¢ 188G

ﬂ secondi secondi anni anni anni anni anni

Eventi "= Bigbango Formazione Formazione Formazione Presente
Big bounce deinuelei  diatomi delle galassie
¢ fondo

diffuso



The straight line that best
fits the data corresponds
to Hy =71 km/s/Mpc.

v
o
L

S~
£

.
)

i~
v

0
v

)

200 300
Distance (Mpc)




Q0
o

A e
sl A A
|
|

Ho (km/s/Mpc)
) EDJ ~J

N
N OO

N N
b =
|

i
P

}  CMB measurements
}  Local distance ladder

I TARERINT

| "IIII

2000

2005 2010 2015 2020
Publication year

Ho = 73 Km/sec/Mpc

Ho = 67.5 Km/sec/Mpc



10%

Fotoni ;
15 %

13,7 Miliardi di anni fa

(eta dell'Universo: 380.000 anni)



Atomi
4.6%

Energia
12%

Materia h
Oscura i
23% |

Oggl

Ho = 73 Km/sec/Mpc



Tensione di Hubble

HO=67.5+0.404-t Km/sec/Mpc
t = eta dell'Universo (Gy)






